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Original sources in the history of mathematics

Summary: The teaching and learning of the history of mathematics contributes to the comprehen-
sive education of students, whether they are future mathematicians or engineers or future teach-
ers, in two ways: on the one hand, it provides a more realistic perspective of mathematics and, on
the other, it facilitates the understanding and learning of mathematical concepts and methods.
The subjects that deal with the history of mathematics convey a perception of this subject as a
useful, dynamic, human, interdisciplinary and heuristic science, while complementing the thematic
study of mathematics’ various branches. It is important to think of mathematics as a discipline
linked to society and culture, just as is shown by the many people who have advanced it by solv-
ing society’s problems in each time and place. Indeed, history shows that mathematics may be
considered a scientific and cultural activity that helps to solve problems in every period of human
endeavour. At the same time, the cultural and social influences on the historical development of
mathematics present it as a subject dependent on time, place and authors, thus adding an addi-
tional value to the discipline. In this chapter, | would like to reflect on this “way of introducing” the
history of mathematics, providing an analysis of new resources and new ideas.
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Introduccié’

L’ensenyament-aprenentatge de la historia de la matematica contribueix a una
educacio completa dels estudiants, siguin futurs matematics o enginyers o fu-

1. Aquesta investigacio esta inclosa al projecte PID2020-113702RB-100 del Ministeri d’Innovacio i Ciencia
del Govern d’Espanya.
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turs professors de matematiques, en dos sentits: per una banda, proporciona una perspectiva més
real de la matematica i, per altra banda, facilita la comprensio i 'aprenentatge d’alguns conceptes
i metodes.

Quan s’ensenya la historia de la matematica és imprescindible analitzar els descobriments en el
context del seu propi lloc i temps. Cal tenir en compte el passat, els contemporanis i el context social
i economic. Els relats cronologics de la historia de la matematica poden fer que els descobriments
es presentin com una mera correlacio lineal i que saporti un missatge de continuitat que, en molts
casos, no és verdader. No es pot oblidar els errors, els dubtes i el que comporta la construccio de tot
coneixement cientific. L’'objectiu de I'historiador de la matematica no és recopilar llistes d’esdeveni-
ments i enumeracio d’autors, sin6 aportar llum sobre les influencies i les interaccions, ajudant a en-
tendre l'origen dels conceptes i les diferents transformacions de la matematica. Reflexionar sobre
aquests processos de construccié és molt formatiu.

La historia de la matematica mostra que la matematica pot ser considerada com una activitat
cientifica i cultural que ajuda a resoldre problemes a cada periode. A la vegada, les influencies cultu-
rals i socials sobre el desenvolupament historic d’aquesta disciplina la presenten com un subjecte
depenent del temps, del lloc i dels autors, i hi afegeixen un valor addicional. Cal pensar la matema-
tica com una disciplina arrelada a la societat i a la cultura, com ho mostren les nombroses persones
que fan avancar la matematica resolent problemes de la societat en cada epoca i lloc.

Les assignatures que versen sobre temes d’historia de la matematica poden transmetre als estu-
diants, siguin futurs enginyers o matematics o futurs professors, una percepcié de la matematica com
una ciencia util, dinamica, humana, interdisciplinaria i heuristica (Massa-Esteve, 2003).

Aixi mateix, el coneixement dels processos i metodes de la historia de la matematica és un
complement essencial en la formaci6 per reeixir en una major comprensio6 dels fonaments i de la
naturalesa de les matematiques. Mitjancant les analisis comparatives de metodes historics, els fu-
turs matematics poden aprendre noves estrategies i nous algoritmes i poden reflexionar sobre el
significat d’alguns processos, com ara l'algebritzacié o la creacié del calcul infinitesimal o bé sobre
conceptes clau, com son les equacions, el limit, la funcio, l'infinit, les series o la continuitat, que
s’empren habitualment en els desenvolupaments de la matematica. Els futurs matematics que co-
neixen i «practiquen» la historia de la matematica poden entendre millor com i per que s’han anat
formant diferents parts de la matematica: l'algebra, la geometria analitica, el calcul o la teoria de
nombres, les seves diferents interrelacions i les seves connexions amb altres disciplines. A la vega-
da, el coneixement historic permet als estudiants reconeixer els problemes que la humanitat s’ha
anat plantejant i com els ha resolt, en poques paraules, els permet entendre millor el mén que els
envolta.

Aixi, I'objectiu d’aquest text és reflexionar sobre la formacié en historia de la matematica, mit-
jancant I'analisi d’algunes activitats practiques que empren fonts originals historiques, experimenta-
des a l'aula d’historia de la matematica de la Facultat de Matematiques i Estadistica (FME).

En una primera part del text, descriurem I'assignatura d’historia de la matematica en que hem
experimentat aquestes activitats i, en una segona part, analitzarem algunes de les activitats practiques
a fi d’'aportar materials i reflexionar sobre la rellevancia d’aquesta «manera d’introduir» els estudiants
en la historia de la matematica.
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Historia de la matematica: coneixements fonamentals i complementaris

L’assignatura historia de la matematica té caracter optatiu, esta inclosa en els plans d’estudi del grau
en matematiques a la FME de la Universitat Politecnica de Catalunya des de 2010.? L'objectiu del
curs és explorar el passat de la matematica i mostrar com han sorgit i com s’han desenvolupat al
llarg del temps els conceptes, teoremes, metodes i axiomatiques que avui s'exposen en els llibres de
text a classe com un producte final i sota una concepcié pragmatica, logica i didactica que moltes
vegades no coincideix amb l'ordre historic en el qual van ser creats o descoberts. De fet, els estu-
diants poden percebre una visié panoramica del desenvolupament dels conceptes matematics al
llarg de la historia.’

En ser una historia general de la matematica, no es poden tractar ni tots els temes ni tots els au-
tors; aixo requeriria moltes més sessions. Tanmateix, se'n fa una seleccié cronologica molt rigorosa,
de temes i autors, que es complementara amb els dossiers de practiques setmanals i els treballs indi-
viduals que es presenten al final.

Es consideren sis grans periodes de la historia de la matematica essencials per ajudar 'alumnat
a comprendre-la millor: 1) matematica a 'antiguitat; 2) des de la ciencia arab fins al Renaixement; 3)
el naixement de la matematica moderna; 4) les primeres contribucions al calcul infinitesimal; 5) el
desenvolupament conceptual del calcul en el segle xvii, i, finalment, 6) l'aritmetitzacio i la formula-
cio rigorosa del calcul.

Al llarg del curs es dona una pinzellada historica que fuig del missatge de continuitat implicit en
I'ensenyament de les matematiques, i es treballa, sempre que sigui possible, amb fonts historiques
primaries o secundaries especialitzades. Els descobriments matematics solen venir associats a perso-
natges clau, no a cientifics menys coneguts o de la periferia, no a les dones, ni a les societats no eu-
ropees. De fet, es coneixen moltes fonts originals i molts estudis sobre la matematica europea, en
canvi, comparativament, menys sobre la matematica a la Xina, I'india o America (Katz, 2007). Per
tant, cal tenir en compte les matematiques desenvolupades per autors de fora d’Europa, aixi com per
professors i professores i enginyers i enginyeres, per citar algunes professions relacionades amb la
matematica. Aquesta «manera d'introduir» la historia de la matematica permetra als futurs matema-
ticsia les futures matematiques reconeixer millor els canvis més significatius a la disciplina i sobretot

reflexionar sobre la formacio del seu pensament cientific.

2. Laguia docent es pot trobar a: (Guia docent 200241 HM Historia de la Matematica) <https://fme-intranet.upc.edu/tmp/consgd/
2022/200241-e-1.pdf>; 'assignatura consta de sis credits estructurats en quatre hores de classe setmanals, els Ultims quatre mesos
del curs, i la comparteixo amb Monica Blanco Abellan. Els estudiants sén nois i noies de quart curs, la qual cosa comporta un cert
nivell de coneixements, una certa maduresa i una gran motivacio, ja que la trien per conéixer més i entendre millor les matematiques.
3. Aquest objectiu general es desglossa en quatre objectius particulars, que corresponen a diferents facetes d’aquest desenvolu-
pament. a) Coneixer les fonts en les quals es basa el coneixement de les matematiques del passat. Una via per a coneixer aquestes
fonts primaries és la lectura i interpretacié d’una seleccio de textos classics de matematiques. També s’ensenya a localitzar i a saber
utilitzar la literatura historica en les diferents pagines web de referencia que es troben a I'abast, ja que cal aprendre a seleccionar
informacio. b) Reconeéixer els canvis més significatius en les matematiques a través dels segles, els que han afectat la seva estructura
i classificacio, els seus metodes, els seus conceptes fonamentals i la seva relacié amb altres ciéncies. ¢) Posar de manifest les diver-
ses interrelacions socioculturals de les matematiques amb I’'economia, la politica, la religid, la filosofia o la cultura en cada periode,
aixi com en altres ambits. d) Potser el més important, aconseguir que I'alumnat reflexioni sobre el desenvolupament del pensament
matematic i les transformacions de la filosofia natural a través de les practiques.


https://fme-intranet.upc.edu/tmp/consgd/2022/200241-e-1.pdf
https://fme-intranet.upc.edu/tmp/consgd/2022/200241-e-1.pdf
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La qualificacio final de I'assignatura s'obté amb les activitats practiques setmanals i amb el treball
de final de curs.* E1 50 % de la nota correspon al treball final individual sobre un autor o una demos-
tracio d’especial rellevancia.” L'altre 50 % s’obté a partir de les activitats practiques historiques, que
analitzarem en la seccio segtient.

Activitats practiques a la historia de la matematica

L’element basic per al bon funcionament del curs d’historia de la matematica son els dossiers de
practiques, que contenen les fonts originals per analitzar, i referencies bibliografiques especifiques.
Seguint un guié previ de questions sobre el tema, en els comentaris posteriors s'intenta clarificar els
dubtes i problemes que hagin pogut sorgir en les lectures, i es proposen noves questions per a orien-
tar la lectura, I'analisi i la reflexio. Es procura preparar activitats practiques extretes d’algun text
matematic original de I'epoca tractada o bé fonts secundaries especialitzades o traduccions recone-
gudes. Es considera que alldo que els motiva més és una presentacié dels conceptes matematics des
d’una altra perspectiva diferent a la convencional. Aquests treballs obliguen I'alumnat a enfrontar-se
a una demostracio classica amb altres procediments, i propicien sessions de debat i reflexio.

Cada setmana I'alumnat analitza una demostracié o un problema dun text original seleccionat.
Se'ls lliura un dossier preparat que han d’emplenar o bé han d’escriure un resum d’algun text curt
amb questions preparades. Es fa una valoracio a classe amb els dubtes que hagin sorgit. Es valora la
claredat de les explicacions i el grau de comprensié de l'activitat. L'ambient de la classe és cordial i
distes i el caracter formatiu de l'assignatura afavoreix la discussio i la comunicacio.

Com que es tracta que 'alumnat pugui aprendre matematica a través de la historia i no unica-
ment s'aprengui historia de la matematica, no tots els episodis historics ni totes les fonts son apropia-
des per a dissenyar activitats practiques a la classe. Per a poder escollir bé els textos historics de les
practiques que contribueixen a I'aprenentatge de conceptes o a les reflexions que permeten entendre
el desenvolupament dels processos matematics, es poden fer les preguntes segtients. Aquest text
contribueix de manera significativa a la millora de I'aprenentatge de la matematica? Ha representat la
resposta a alguna pregunta clau que s'ha fet la humanitat? Es capital per entendre 'origen del con-
cepte que s'ensenya? Estimula la reflexio matematica? Desperta la curiositat? Potencia el raonament?
Ensenya nous metodes? (Romero-Vallhonesta i Massa-Esteve, 2016; Barrow-Green, Gray i Wilson,
2019). A continuacio, es descriuen breument, a partir de les seves fonts, algunes practiques que
pretenen illustrar respostes afirmatives a algunes de les preguntes anteriors.

1. Larrel quadrada a les tauletes babiloniques.
2. El teorema de Pitagores dels Elements d’Euclides (300 aC).
3.La mesura del cercle d’Arquimedes (287 aC).

4. Voldria afegir que alguns alumnes després han fet el treball final de grau sobre historia de la matematica amb molts bons resultats,
com es pot consultar en els enllagos seglients: 2015 (excellent), http://hdl.handle.net/2099.1/26251; 2018 (excellent), http://hdl.
handle.net/2117/117281 i http://hdl.handle.net/2117/117825; 2019 (excelent), http://hdl.handle.net/2117/168366 i I'any 2020
(notable), http://hdl.handle.net/2117/327877. Els temes d’aquests treballs son els origens dels logaritmes, procediments algebraics
per a resoldre problemes geomeétrics en els segles xvi i xvii, métodes de maxims i minims abans del calcul, I'algebra de Viete en el segle
xvi a Espanya i el problema de la reflexié al llarg de la historia, respectivament.

5. A l'avaluacio (presentacié escrita i oral) es valora la claredat en I'exposicié de les idees de I'autor triat, aixi com la capacitat per
contextualitzar el text dins la historia de la matematica. En cas d’analitzar alguna demostracio, es valora també el grau de comprensio

matematica i la practica de conceptes matematics amb altres recursos.


http://hdl.handle.net/2099.1/26251
http://hdl.handle.net/2117/117281
http://hdl.handle.net/2117/117281
http://hdl.handle.net/2117/117825
http://hdl.handle.net/2117/168366
http://hdl.handle.net/2117/327877
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4.La mesura de les distancies al Sol i la Lluna d’Aristarc (280 aC).
5. Les regles de l'algebra a al-Khwarizmi (813).

6.La mesura de les distancies inaccessibles de Tartaglia (1537).
7. L’algebra «especiosa» nova de Viete (1591).
8. Els nombres negatius a Girard (1629).
9.L’equacio de segon grau a Descartes (1637).
10. El triangle aritmetic de Pascal (1665).
11. El triangle harmonic de Mengoli (1672).

12. Les quantitats logaritmiques i exponencials a Euler (1748).

Alguns exemples analitzats

«El teorema de Pitagores dels Elements d’Euclides (300 aC)»

La font son els Elements (300 aC) d’Euclides, obra en tretze llibres que recull els coneixements mate-
matics de diferents escoles gregues i en que es mostren algunes proposicions geometriques que es
poden interpretar en termes d’una equacié de segon grau o bé es demostra el teorema de Pitagores.
Aquesta obra, que es creu que pot ser collectiva, és la que ha tingut més edicions després de la Biblia
(més de mil) i és una de les que més influencia cultural ha tingut al llarg de la historia de la ciencia.
Es disposa de diverses practiques en que s'empren proposicions del text d’Euclides. S’ha triat el teo-

rema de Pitagores perque és molt conegut i es demostra amb figures geometriques iguals (triangles)
que es comparen amb els quadrilaters, de manera original i rigorosa (vegeu fig. 1).
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FiGura 1.

Imatge basada en la proposicié 47 del llibre 1 dels Elements.
FonT:  Elaboracio propia.

«La mesura del cercle d’Arquimedes (287 aC)»

La font és La mesura del cercle (aprox. 287 aC) d’Arquimedes, en que es calcula una aproximacio al

numero 1t que ajuda a entendre el seu origen. La proposicio 11 del llibre demostra que la relacio entre
la longitud de la circumferencia i el seu diametre esta compresa entre 3 10/71 13 1/7, que representa
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una aproximacio6 del ntimero 7 entre 3,1408 1 3,1428. Arquimedes comenca inscrivint i circumscri-
vint triangles en un cercle i, doblant el nombre de costats, arriba a poligons de 96 costats. Per a trobar
aquesta aproximacio, s'empra el teorema de la bisectriu, el teorema de Pitagores i la relacio entre els
angles inscrits i I'angle central, entre altres propietats de la circumferencia (vegeu fig. 2).

" ABCHINEDES MEASUREMENT OF A CIRCLE. %
Then 04 : AC(my3:1)>265 1 153 1t follows that
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£ A0G = s (a right angle).
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Thea £ GOH = gy (a right angle).
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_ camseribed 10 the given cirele.
Swondly, Jet OF biseet the angle AOD, mectiog AD o 5. And,eince 04 : AG> 46734 : 159,
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Ficura 2. L’aproximacio del nimero 1 a Arquimedes.
Font:  Archimedes, 1921: 94-95.

«La mesura de les distancies al Sol i la Lluna d’Aristarc (280 aC)»

La font és una obra d’astronomia: Sobre los tamanos y las distancias del Sol y la Luna, d’Aristarc de Sa-
mos (aprox. 310 aC - 230 aC). L’obra suposa un intent de calcular les distancies Sol-Terra i Terra-
Lluna, amb un metode original, rigorés i correcte, emprant triangles semblants, el teorema de la bi-
sectriu i el teorema de Pitagores (vegeu fig. 3).

ARISTARCO DE SAMOS ¥ SOBRE LOS TAMANOS DEL SOL Y LA LUNA

angulo FBE en dos por la recta BG; luego el angulo GBE es
una cuarta parte de un éngulo recto.
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Ficura 3. Proposicio 7 a Aristarc de Samos (280 aC).
Font:  Aristarc de Samos, 2007: 50-51.
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«|_’algebra “especiosa” nova de Viete (1591)»

La font és I'obra In artem analyticen isagoge (1591), de Francois Viete (1540-1603), que va esdevenir
clau pel que fa a la utilitzacié de simbols, no solament per a representar les incognites, siné també
per a representar les quantitats conegudes. Viete va presentar nous procediments algebraics relacio-
nant la teoria de proporcions euclidiana amb les equacions, i va assenyalar la seva utilitat per a resol-
dre equacions a l'aritmetica, la trigonometria, pero sobretot a la geometria. En aquesta construccio
Viete va emprar el teorema de I'altura i el teorema de Pitagores (vegeu fig. 4).

D

Ficura 4. La construccioé geomeétrica de Viete.
Font:  Viete, 1646: 234.

«’equacio de segon grau a Descartes (1637)»

La font és I'obra de René Descartes (1596-1650) La géométrie (1637), que l'autor va escriure com un
apendix del Discours de la méthode (1637). Descartes va construir una algebra de segments, va emprar
el teorema de Pitagores, un cercle en la construccio de la solucié de 'equacio de segon grau i la po-
tencia d’'un punt exterior a aquest cercle per identificar la construccio de la solucio amb l'equacio
(vegeu fig. 5).
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Lo s
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o/ N\ iefaicle triangle retan-
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/ tité connue b6, & l'au-
L - ™ mLNeai-, lamoi-
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connue, qui eftoit multiplice par ; que ie fuppofe eftre la
Ligneinconnue, puis prolongeant M N labaze de ce trie
, infquesa O, en forrequ'N O foitefgaleaNL,
mg“& eftglalige cheqmbée Et elle s'exprime
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. zx®ya+ VTas+ bb ) -,
Quefiiayyy - ay -+ bb, & qu'y oic la quanicé
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NLM, &defabaze MNi'ofte NPefgalea NL, &le
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- s e L
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—_—ee
2 Vegar v'ysas-bb &ainfi des autres.

RENE OESCARTES (1596-4¢60)

LA GEONETRIE (163%)

Ficura 5. La construccié de la solucié de I'equacioé de segon grau a I’'obra de Descartes.
Font:  Descartes, 1954 [1637]: 302.
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De fet, una de les practiques consisteix a comparar aquestes darreres construccions geometri-
ques i fer reflexionar I'alumnat mitjancant algunes preguntes. Els alumnes construeixen les figures
geometriques i la solucio algebraica de I'equacio, relacionen I'algebra i la geometria amb un raona-
ment analitic i sintetic, i amplien aixi el seu coneixement (Massa-Esteve, 2020). Altres practiques que
es proposen son: els problemes del papir Rhind, els procediments dels Nou capitols de la matematica
xinesa, els nombres negatius al llarg de la historia, la Nova scientia (1537) de Niccolo Tartaglia, la
resolucio de I'equacio ctibica de I'Ars magna (1545) de Girolamo Cardano, I'algebritzacié de les ma-
tematiques (Katz i Hunger Parshall, 2014), el triangle harmonic de Leibniz (Massa-Esteve, 2018), i
moltes altres.°

Cal recuperar i donar a coneixer 'experiencia de les dones cientifiques a la historia, i a la vegada
posar en valor la seva aportacio en la construccio de la societat en cada periode historic, a fi que els
i les nostres estudiants tinguin una visié no androcentrica de la historia de la ciencia i de la tecnica.
Aixi, cal detallar les contribucions d’algunes cientifiques tan importants com: Hipatia d’Alexandria
(ca. 370-415), Sophia Brahe (1556-1643), Gabrielle-Emilie Le Tonnelier de Breteuil, marquesa de
Chatelet (1706-1749), Laura Bassi (1711-1778), Maria Gaetana Agnesi (1718-1799) (Cleries, 2017,
Blanco, 2020), Sophie Germain (1776-1831), Florence Nightingale (1820-1910) (matematica del
curs 2020-2021 a la FME), Sofia Kovalésvkaia (1850-1891) (matematica del curs 2018-2019 a la
FME), Marie Curie (1867-1934), Mileva Mari¢ (1875-1948), Emmy Noether (1882-1935) (matema-
tica del curs 2008-2009 a la FME), i les recentment traspassades Katherine Coleman Goble Johnson
(1918-2020) i Maryam Mirzakhani (1977-2017), que fou la primera dona a rebre la medalla Fields,
I'any 2014.

Una de les practiques que es proposen és sobre la matematica Agnesi (Cleries, 2017) i la seva
obra Instituzioni analitiche ad uso della gioventit italiana (1748). Es pot extreure informacio sobre I'obra
d’aquesta matematica i la proposta de practica en aquest enllac: http://hdl.handle.net/2117/117502, del
treball final de grau que vaig dirigir a I'ara enginyera Elisenda Cleries, I'any 2018, titulat Maria Gae-
tana Agnesi, la veritable parametritzadora de la versiera?

Algunes reflexions

En analitzar els textos historics, 'alumnat coneix diverses maneres de treballar des de diferents pers-
pectives i pot aplicar el seu coneixement a diferents situacions (competencies transversals), la qual
cosa el capacita per afrontar nous problemes tot desenvolupant el seu pensament matematic.

L’alumnat, en enfrontar-se al text matematic, el fa seu i es crea el seu propi coneixement, que és
la millor manera d’aprendre matematiques. A la vegada, recorda o revisa teoremes, formules o regles
matematiques des d’una altra perspectiva.

Mostrar les dificultats que hi ha hagut al llarg de la historia per donar resposta a determinades
preguntes que s’ha fet la humanitat pot contribuir a motivar els estudiants que a vegades creuen que
la matematica consisteix en una serie de formules i regles que només comprenen algunes ments pri-
vilegiades.

Finalment, aquesta manera d’introduir la historia de la matematica transforma l'aula en un labo-

ratori on flueixen i es debaten idees i conceptes.

6. Per consultar com és el desenvolupament i les caracteristiques d’alguna d’aquestes practiques, vegeu Massa-Esteve (2014,
2020).


http://hdl.handle.net/2117/117502

LES FONTS ORIGINALS A LA HISTORIA DE LA MATEMATICA
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